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i
e 1.1. É
rire un algorithme qui é
hange le 
ontenu de deux variables :1. En utilisant une troisième variable temporaire.2. En n'utilisant au
une autre variable.Exer
i
e 1.2. É
rire un algorithme qui prend en argument trois entiers a, bet 
 et qui met dans 
 le maximum de la valeur de a et de la valeur de b.Exer
i
e 1.3. É
rire un algorithme qui prend en argument trois entiers a, bet 
 et qui renvoie vrai dans une variables booléenne si a2 + b2 = c2 et fauxsinon.Exer
i
e 1.4. Donner les tables de vérité du ET, du OU et du NON logique.Dans la suite, pour tous booléens a et b :� a ET b sera noté a ∧ b� a OU b sera noté a ∨ b� NON(a) sera noté a1. Montrer que :

(a ∧ b) = (a ∨ b)2. Montrer que :

(a ∨ b) = (a ∧ b)3. Expliquer la table de vérité de l'impli
ation notée =⇒ :

a b a =⇒ b
F F V
F V V
V F F
V V V1

4. Montrer que :

(a ⇒ b) = (a ∨ b)5. Donner la table de vérité de l'équivalen
e notée ⇐⇒.6. Exprimer l'équivalen
e ave
 les opérateurs ET et NON.7. Donner la table de vérité d'un opérateur ⋄ tel que :� (a ⋄ a) = a� (a ⋄ b) = (a ∧ b)Exprimer tous les opérateurs logiques vu 
i-dessus uniquement ave
 ⋄.8. On 
onsidère la table de vérité 
i-dessous :

a b ab
F F cFF

F V cFV

V F cV F

V V cV Voù cFF , cFV , cV F , cV V sont des booléens. Montrer que quelquesoienttles valeurs que prennent 
es quatre booléens, la table de vérité 
i-dessuspeux s'exprimer uniquement ave
 des OU, ET et NON.Exer
i
e 1.5.1. É
rire un algorithme qui prend en argument trois réels a, b et 
 et qui
al
ule les ra
ines du polyn�me ax2 + bx + c.2. Ajouter à l'algorithme une véri�
ation du résulat.3. Quel problème d'implémentation pose 
ette véri�
ation ?Exer
i
e 1.6. On 
onsidère la suite :

{

u0 = 0
un = 2un−1 + 1, ∀n ≥ 1É
rire un algorithme qui prend en entrée n et qui renvoie en sortie un.Exer
i
e 1.7. On 
onsidère la suite de Fibona

i :







u0 = 0
u1 = 1
un = un−1 + un−2, ∀n ≥ 2É
rire un algorithme qui prend en entrée n et qui renvoie en sortie un.Exer
i
e 1.8. Soit l'algorithme suivant :2



Algorithme algo_1 (N : Entier)Parametres d'EntréeNParametres lo
alesi : EntierDébut_0i <- 1Tant Que (i <= N) FaireDébut_1Si (est_pair(i))Alors Début_2Affi
her(i)Fin_2i <- i+1Fin_1Fin_01. Que fait 
et algorithme.2. Que se passe-t-il si N≤ 0.Exer
i
e 1.9. Soit l'algorithme suivant :Algorithme algo_2 (N : Entier, S : Entier)Parametres d'EntréeNParametres de SortieSVariables lo
alesi : EntierDébut_0S <- 0i <- 1Tant Que (i <= N) FaireDébut_1S <- S+ii <- i+1Fin_1Fin_01. Que fait 
et algorithme. 3

2. Que se passe-t-il si N≤ 0.Exer
i
e 1.10. Soit l'algorithme suivant :Algorithme algo_2 (N : Entier, 
pt : Entier)Parametres d'EntréeNParametres de Sortie
pt {Compteur}Début_0i <- 1
pt <- 0Tant Que (i <= N) FaireDébut_1j <- 0Tant que (i+j <= N) FaireDébut_2
pt <- 
pt+1j <- j+1Fin_2i <- i+1Fin_1Fin_01. Combien vaut 
pt à la �n de l'algorithme.2. Programmer 
et algorithme.2 TableauxExer
i
e 2.1. Parmi les algorithmes 
i-dessous, lequel fait 
e qu'il dit faire,pour les autres dire 
e qu'il font réellement.Algorithme 
her
he_1 (N : Entier, T : Tableau d'Entier,val : entier,est_present : Booleen)Des
riptionSi la valeur val est dans le tabelau Talors est_present 
ontiendra Vrai,sinon est_present 
ontiendra Faux.4



Parametres d'EntréeN {La taille du Tableau}T {Le tabeau de N entiers}val {L'entier que l'on 
her
he dans le tableau}Parametres de Sortieest_present : {Vrai si val appartient a T, Faux sinon}Parametres lo
alesi : EntierDébut_0est_present <- Fauxi <- 1Tant Que (i <= N) FaireDébut_1Si (T[i℄ = val)Alors Début_2est_present = VraiFin_2i <- i+1Fin_1Fin_0Algorithme 
her
he_2 (N : Entier, T : Tableau d'Entier,val : entier,est_present : Booleen)Des
riptionSi la valeur val est dans le tabelau Talors est_present 
ontiendra Vrai,sinon est_present 
ontiendra Faux.Parametres d'EntréeN {La taille du Tableau}T {Le tabeau de N entiers}val {L'entier que l'on 
her
he dans le tableau}Parametres de Sortieest_present : {Vrai si val appartient a T, Faux sinon}Parametres lo
alesi : EntierDébut_0i <- 1Tant Que (i <= N) Faire 5

Début_1Si (T[i℄ = val)Alors Début_2est_present = VraiFin_2Sinon Début_3est_present = FauxFin_3i <- i+1Fin_1Fin_0Algorithme 
her
he_3 (N : Entier, T : Tableau d'Entier,val : entier,est_present : Booleen)Des
riptionSi la valeur val est dans le tabelau Talors est_present 
ontiendra Vrai,sinon est_present 
ontiendra Faux.Parametres d'EntréeN {La taille du Tableau}T {Le tabeau de N entiers}val {L'entier que l'on 
her
he dans le tableau}Parametres de Sortieest_present : {Vrai si val appartient a T, Faux sinon}Parametres lo
alesi : EntierDébut_0i <- 1Tant Que ((i <= N) ET (T[i℄ != val)) FaireDébut_1i <- i+1Fin_1Si (i <= N)Alors Debut_2est_present = VraiFin_2Sinon Debut_3est_present = Faux 6



Fin_3Fin_0Exer
i
e 2.2. Soit T un tableau de N entiers et x une valeur entière. É
rireun algorithme qui renvoie dans un argement en sortie l'indi
e de la 
ase dutableau qui 
ontient la première o

uren
e de la valeur x. Cet argument ensortie vaudra -1 si la valeur x ne se trouve pas dans le tableau. Même questionave
 la dernière o

uren
e.Exer
i
e 2.3. Soit T un tableau de N entiers et x une valeur entière. É
rireun algorithme qui renvoie dans un argement en sortie la valeur immédiatementsupérieure à x. Que fait votre algorithme si x est la plus grande valeur dutableau.Exer
i
e 2.4. Soit T un tableau de N entiers. É
rire un algorithme quirenvoie en argument(s) de sortie� la plus petite valeur sto
kée dans le tableau.� la plus grande valeur sto
kée dans le tableau.� la plus petite et la plus grandeExer
i
e 2.5. Soit T un tableau de N entiers. É
rire un algorithme quirenvoie dans un argement en sortie la somme des toutes les valeurs sto
kéesdans le tableau.Exer
i
e 2.6.Algorithme Mystere (N : Entier, T : Tableau d'Entier,nb_etapes : Entier)Des
riptionC'est la questionParametres d'EntréeN {La taille du Tableau}T {Le tabeau de N entiers}Parametres de Sortienb_etapes {Le nombre d'étapes de l'algorithme}Parametres lo
alesi : EntierDébut_0i <- 1nb_etapes <- 0 7

Tant Que (i <= N) FaireDébut_1i <- T[i℄nb_etapes <- nb_etapes + 1Fin_1Fin_01. Quelle sont la plus petite et la plus grande valeur que nb_etapes peut
ontenir à la �n de l'algorithme ? Donner des exemples.2. Donner un exemple où l'algorithme ne s'arrête jamais.Exer
i
e 2.7. On suppose que l'instru
tion :affi
he(x)a�
he la valeur 
ontenue dans la variable x.É
rire un algorithme qui a�
he les valeurs 
ontenue dans un tableau de Nentiers de la 
ase 1 à la 
ase N.Même question, en a�
hant de N à 1.Exer
i
e 2.8. Soit un tableau T de N entier tel que :

∀i, j ∈ 1..N, i < j, T [i] ≤ T [j]Dans 
e 
as, on dit que le tableau est trié.Donner un algorithme qui re
her
he si une valeur x est présente dans letableau.Si on supposes que ∀i, j ∈ 1..N , i 6= j, T [i] 6= T [j]. Si onre
her
he une va-leur x qui est dans le tableau, en 
ombien d'"étapes" trouve-t-on 
ette valeur :1. dans le meilleur des 
as,2. dans le pire des 
as,3. en moyenne.Même question, si x n'est pas dans le tableau.3 ComplexitéDans les exer
i
es suivants, lorsque des 
al
uls de 
omplexité seront de-mandés, il faudra avant tout dé�nir quelles sont les opérations que l'on 
onsi-dère (il s'agira en général d'opérations arithmétiques sur les entiers et/ou de
omparaisons). 8



Exer
i
e 3.1. Ranger les fon
tions suivantes par ordre de grandeur 
roissant :

n,
√

n, log n, log log n, 23n

, n/ logn,
√

n. log2 n,

(3/2)n, n10, 10n, log2 n, en2

, 1/3nExer
i
e 3.2. Evaluer la 
omplexité de la fon
tion suivante :Fon
tion mystere (N : Entier)EntréeN : EntierSortieLo
ali, j, k : EntierDébutPour i de 1 à N FairePour j de 1 à N FairePour k de 1 à N FaireSi (i<=j ET j<=k) Alors A
tion 4FinExer
i
e 3.3.� On 
onsidère un problème que l'on sait résoudre en temps n2. Supposonsqu'on sa
he le diviser en temps nα en deux sous-problèmes de taille n/2.Pour quelles valeurs de α est-il asymptotiquement intéressant de diviserle problème en sous-problèmes ?� On 
onsidère un problème que l'on sait résoudre en temps n3. Supposonsqu'on sa
he le diviser en temps 1 en β sous-problèmes de taille n/2.Pour quelles valeurs de β est-il asymptotiquement intéressant de diviserle problème en sous-problèmes ?Exer
i
e 3.4. E
rire l'algorithme de somme de deux matri
es 
arrées n×n,puis en évaluer la 
omplexité. Faire de même pour l'algorithme naïf de produitde deux matri
es 
arrées n × n.Exer
i
e 3.5. Tout polyn�me de degré inférieur à n peut être représenté parle tableau P[0℄ ... P[n℄ de ses 
oe�
ients. Par 
ommodité, on supposeraque n = 2p − 1.� E
rire un algorithme de 
al
ul du produit de deux polyn�mes de degré
n. Quelle est sa 
omplexité ? 9

� Soit A et B deux polyn�mes de degré 2p − 1. On peut é
rire de façonunique A = A1 × X2p−1

+ A2 et B = B1 × X2p−1

+ B2, où A1, A2,

B1, B2 désignent des polyn�mes de degré 2p−1 − 1. Exprimer AB enfon
tion de A1, A2, B1, B2. Montrer qu'on peut 
al
uler 
e produit ene�e
tuant seulement trois multipli
ations de polyn�mes de degré 2p−1−
1. En 
on
lure qu'on peut abaisser la 
omplexité du 
al
ul du produitde deux polyn�mes.Exer
i
e 3.6. E
rire un algorithme qui teste la présen
e d'un entier dansle tableau T. En supposant que l'élément 
her
hé à une probabilité p de setrouver dans le tableau, et que s'il s'y trouve sa position dans le tableau suitune loi uniforme, donner la 
omplexité en moyenne de 
et algorithme.Exer
i
e 3.7. E
rire un algorithme (naïf) de re
her
he du plus grand élé-ment d'un tableau. Quelle est sa 
omplexité en terme d'a�e
tations dans lemeilleur, le pire 
as et en moyenne ? Et en terme de 
omparaisons ? On 
her
hemaintenant à déterminer, simultanément, le plus petit et le plus grand élémentdu tableau T. Donner un algorithme naïf qui résout 
e problème. Quelle est sa
omplexité en nombre de 
omparaisons ? L'idée pour améliorer l'algorithme
onsiste à 
onsidérer les éléments du tableau non pas un par un, mais parpaires. Dé
rire l'algorithme et donner sa 
omplexité.Exer
i
e 3.8. On s'intéresse i
i à des tableaux pouvant 
ontenir plusieursfois le même élément. On dit qu'un élément est majoritaire dans T s'il apparaîtstri
tement plus de n/2 fois dans le tableau. Par 
ommodité, on supposera i
ique n est une puissan
e de 2.� E
rire un algorithme qui 
al
ule le nombre d'o

urren
es d'un élémentdonné dans le tableau.� En déduire un algorithme pour tester si le tableau possède un élémentmajoritaire.� Déterminer un autre algorithme, ré
ursif, basé sur le dé
oupage de T endeux tableaux de même taille.4 DénombrementExer
i
e 4.1. De 
ombien de manières di�¯entes peut-on remplir un tableaude taille n en utilisant des entiers 
ompris entre 0 et m − 1 ? Qu'en est-il sion impose en plus que le même entier ne peut pas apparaitre plus d'une foisdans le tableau ? 10



Exer
i
e 4.2. On 
onsidère un ensemble de n entiers distin
ts. De 
ombiende manières di�érentes peut-on représenter 
et ensemble au moyen d'une liste ?Exer
i
e 4.3. On 
onsidère un nombre entier x et on dé�nit par ré
urren
eune suite (un)n≥0 de la manière suivante :
u0 = 1

un =

{

(up)
2 si n = 2p et p > 0

x × (up)
2 si n = 2p + 1Montrer par ré
urren
e que un = xn quel que soit n ≥ 0. En déduire unprogramme ré
ursif 
al
ulant xn à partir de x et n passés en paramètres.Quelle est sa 
omplexité ?Exer
i
e 4.4. Le but du jeu est le suivant : on part d'une 
on�guration où

n disques sont empilés par ordre dé
roissant de taille sur un empla
ement aet il reste deux empla
ements libres b et c et on 
her
he à transférer un parun tous les disques vers l'empla
ement c sans qu'à au
un moment il y ait undisque plus grand empilé sur un disque plus petit. On demande d'é
rire unprogramme ré
ursif prenant en entrée le nombre de disques et indiquant lesmanipulations a e�e
tuer pour résoudre le problème. Cal
uler sa 
omplexité.Exer
i
e 4.5. On 
onsidère les dé�nitions suivantes :typedef stru
t 
ell {int x;stru
t 
ell* suiv;} Cell;typedef Cell* list;E
rire des fon
tions ré
ursives permettant d'insérer, de supprimer, de testerla présen
e d'un élément dans de telles listes (on utilisera une représentationdes listes faisant usage d'une première 
ellule ��
tive�).Exer
i
e 4.6. Rappeler le prin
ipe du tri fusion. Donner la formule de ré-
urren
e permettant de 
al
uler sa 
omplexité et la résoudre.Exer
i
e 4.7. La suite de Fibona

i est dé�nie par la formule de ré
urren
esuivante :

f0 = 0
f1 = 1
fn = fn−1 + fn−2 pour n ≥ 211

E
rire une fon
tion permettant de 
al
uler fn à partir de l'entier n fourni enparamètre. On note T la 
omplexité de 
ette fon
tion. Montrer que pour n ≥ 2on a :

2T (n− 2) + 1 ≤ T (n) ≤ 2T (n− 1) + 1En déduire qu'il existe des 
onstantes c1 et c2 telles que :

cn
1 = O(T (n)) et T (n) = O(cn

2 )Qu'en déduit-on sur la �
lasse de 
omplexité� de 
et algorithme ? Peut-ontrouver plus e�
a
e ?Exer
i
e 4.8. E
rire une fon
tion ré
ursive permettant de trouver la valeurdu plus grand élément d'un tableau. Comment modi�er le programme pourqu'il retourne la position du plus grand élément à l'intérieur de tableau (aulieu de sa valeur) ?5 Algorithmes de triLa 
omplexité des algorithmes de tri sera 
al
ulée en fon
tion du nombrede 
omparaisons et/ou d'é
hanges.Exer
i
e 5.1. Considérons tout d'abord le tableau suivant :

T = [11, 66, 51, 83, 6, 18, 100, 3, 38, 27]Pour i ∈ {0, . . . , 9}, on pose :

C[i] = card{j ∈ {0, . . . , 9} | T [j] < T [i]}Ca
uler le tableau C. Comment l'utiliser pour trier le tableau T ? En déduireun algorithme de tri. Quelle est sa 
omplexité ?Exer
i
e 5.2. On veut réaliser un programme permettant de trier un tableaupar insertion. Pour 
ela, on demande de :� é
rire un programme prenant en entrée un tableau trié T de taille k etun entier x et renvoyant la position à laquelle il faut insérer x dans 
etableau,� é
rire un programme prenant en entrée un tableau à k+1 
ases, en entier

x et en entier i ∈ {0, . . . , k − 1} et insère x à la position i dans T (le
ontenu de la dernière 
ase de T peut être perdu),� é
rire un programme ré
ursif de tri utilisant les deux programmes pré-
édents. 12



Quelle est la 
omplexité (au pire) de 
e programme en nombre d'a�e
ta-tions ? En nombre de 
omparaisons ? Proposer une méthode pour améliorer la
omplexité en nombre de 
omparaisons.Exer
i
e 5.3. Programmer ré
ursivement l'algorithme de tri par séle
tiond'un tableau, en plaçant à 
haque fois le plus grand élément apparaissant dansle tableau à la �n. E
rire un programme de tri par sele
tion sans utiliser laré
ursivité. Cal
uler (en fon
tion de la taille du tableau) le nombre maximumd'é
hanges et de 
omparaisons e�e
tués par le tri par séle
tion.Exer
i
e 5.4. Dé
rire l'algorithme de tri bulle et é
rire le programme 
orres-pondant. Quelle est sa 
omplexité au pire, en nombre de 
omparaisons et ennombre d'é
hanges ? On veut maintenant étudier la 
omplexité en moyenne de
et algorithme. Pour 
ela, on ne va 
onsidérer que des tableaux T de taille n etqui 
ontiennent tous les entiers entre 0 et n−1 (il s'agit don
 des tableaux quisont obtenus en mélangeant le tableau trié [0, . . . , n− 1]). Pour un tel tableauon note :

T = T [0], . . . , T [n− 1]
I(T ) = card{(i, j) | 0 ≤ i < j < n et T [i] > T [j]}
T̄ = (n − 1 − T [0]), . . . , (n − 1 − T [n − 1])On dit que I(T ) est le nombre d'inversions de T et que T̄ est le tableau
omplémentaire de T . Comparer I(T ) et I(T̄ ). Utiliser I(T ) pour 
al
uler lenombre d'é
hanges réalisés lorsque le tri bulle est appliqué à T . En déduire la
omplexité moyenne du tri bulle en nombre d'é
hanges (la 
omplexité moyenneen nombre de 
omparaisons est nettement plus di�
ile à établir).Exer
i
e 5.5. Dé
rire l'algorithme de partitionnement du tri rapide. Cetalgorithme prend en entrée un tableau T de taille n >= 1 et un pivot papparaissant dans T . Il retourne un indi
e k entre 0 et n − 1 tel que :� k − 1 ≥ 0 et k ≤ n − 1,� si 0 ≤ i < k, T [i] ≤ p,� si k ≤ i < n, T [i] ≥ p.Expliquer de quelle manière 
ha
un de 
es point intervient dans la 
onstru
tionde l'algorithme de tri rapide. Programmer l'algorithme de partitionnementet détailler son fon
tionnement sur le tableau suivant (le pivot est l'élément
ontenu dans la première 
ase) :

[22, 36, 6, 79, 26, 45, 75, 13, 31, 62, 27, 76, 33, 16, 62, 47]

13

Exer
i
e 5.6. En s'inspirant de l'algorithme de partitionnement du tri ra-pide, dé
rire un algorithme permettant de trier en une seule passe un tableaune 
ontenant que des 0 et des 1.Exer
i
e 5.7. Dé
rire l'algorithme de tri rapide en insistant bien sur lesdi�érentes 
omposantes qui interviennent. Donner une implémentation.Exer
i
e 5.8.� Appliquer l'algorithme de tri rapide au tableau suivant :

[22, 36, 6, 79, 26, 45, 75, 13, 31, 62, 27, 76, 33, 16, 62, 47]� E�e
tuer un tri rapide sur les tableaux suivants :

[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]
[4, 6, 5, 2, 7, 1, 3]
[7, 1, 6, 2, 5, 3, 4]
[5, 3, 7, 2, 4, 1, 6]Que vous suggèrent 
es quelques exemples ?� Comment peut-on envisager de modi�er la méthode de tri rapide pourobtenir (rapidement) le k-ième élément d'un tableau ? Quelle est la 
om-plexité au pire et en moyenne de 
et algorithme ? Qu'en est-il si l'ago-rithme de 
hoix du pivot garantit que la taille du sous-tableau de l'appelré
ursif est au plus αn, ave
 α < 1 ?Exer
i
e 5.9. On veut 
onstruire un programme de tri qui ne modi�e pasle tableau T mais produit un nouveau tableau S tel que le tableau :

T [S[1]], . . . , T [S[n]]soit le tableau obtenu en triant T . Construire un tel programme, en s'inspirantpar exemple du tri bulle. Comment, à partir de 
e programme, produire letableau trié ?Exer
i
e 5.10. On 
her
he à réaliser un programme de tri qui ne modi�epas le tableau T passé en paramètre mais produit un nouveau tableau S telque pour 0 ≤ i < n, S[i] 
ontient la nouvelle position de T [i]. Réaliser un telprogramme de tri, en s'inspirant par exemple du tri bulle. Comment, à partirde 
e programme, produire le tableau trié ?Exer
i
e 5.11. Rappeler quelle est la 
omplexité d'une fon
tion de re
her
he�naïve� de la forme : 14



int re
her
he(int n,int T[℄,int x) { ... }Comment peut-on é
rire une fon
tion plus e�
a
e lorsqu'on suppose que letableau passé en paramètre est trié ? Que pensez-vous de la fon
tion suivante :int re
her
he_rapide(int n,int T[℄,int x) {trier(n,T);return re
her
he_effi
a
e(n,T,x);}Exer
i
e 5.12. On dispose de deux tableaux T et U de tailles respe
tives net m et on voudrait 
onnaitre les éléments de T qui n'apparaissent pas dans

U d'une part et 
eux de U qui n'apparaissent pas dans T d'autre part. Sousquelle forme proposez-vous de renvoyer le résultat ? E
rire un programme dela forme :void intrus(int n,int T[℄,int m,int U[℄, ??? ) { ... }qui réalise 
e travail. Quelle-est sa 
omplexité ? On suppose maintenant queles tableaux sont triés, é
rire alors un programme plus e�
a
e :void intrus_effi
a
e(int n,int T[℄,int m,int U[℄, ??? ) { ... }quelle est sa 
omplexité ? Que pensez-vous du programme suivant :void intrus_rapide(int n,int T[℄,int m,int U[℄, ??? ) {trier(n,T);trier(m,U);intrus_effi
a
e(n,T,m,U, ??? );}Exer
i
e 5.13. E
rire et évaluer la 
omplexité d'un programme éliminantles répétitions dans un tableau.Exer
i
e 5.14. L'arbre de la �gure 1 représente un programme qui prenden entrée un tableau t de taille 3, qui réalise des 
omparaisons entre 
ertaines
ases de 
e tableau et retourne les éléments du tableau dans un ordre di�érent(les valeurs retournées sont en
adrées) : Montrer que le tableau retourné par
e programme est trié. E
rire le programme C qui 
orrespond à 
et arbre sousla forme :void tri(int t[℄,int u[℄) { ... }15

t[0]
?
≤ t[1]

t[1]
?
≤ t[2]

t[0]t[1]t[2] t[0]
?
≤ t[2]

t[1]t[0]t[2] t[1]t[2]t[0]

t[1]
?
≤ t[2]

t[0]
?
≤ t[2]

t[1]t[0]t[2] t[1]t[2]t[0]

t[2]t[1]t[0]

Fig. 1On appelle tri 
omparatif un programme de tri dont le fon
tionnementpeut être représenté par un arbre de 
e genre, une fois qu'on a �xé la tailledes entrées. Les tris génériques (ie les tris qui ne font pas d'hypothèses sur lesdonnées qu'ils reçoivent) sont en général 
omparatifs.Exer
i
e 5.15. Montrer que le tri-bulles est un tri 
omparatif en détaillantson fon
tionnement sur des tableaux de taille 3. E
rire un programme de tripermettant de trier des tableaux ne 
ontenant que des nombres entre 0 et 9qui ne soit pas un tri 
omparatif.Exer
i
e 5.16. On 
onsidère i
i un tri 
omparatif quel
onque et on note f(n)sa 
omplexité au pire en fon
tion du nombre de 
omparaisons. Que représente

f(n) sur l'arbre qui dé
rit le tri ? Montrer que 
et arbre doit posséder au moins

n! feuilles. Montrer alors que :

2f(n) ≥ n!(indi
ation : 
ombien de feuilles peut posséder un arbre binaire dont la pluslongue bran
he a pour hauteur h ?). Montrer en�n que :

n log(n) = O(f(n))On a ainsi démontré que la 
omplexité au pire d'un tri 
omparatif est su-périeure à n log(n) 
omparaisons. Y-a-t-il des programmes qui permettentd'atteindre e�e
tivement 
ette 
omplexité ?16



Le résultat de l'exer
i
e pré
édent peut donner de pré
ieuses indi
ationsdu la 
omplexité d'autres programmes.Exer
i
e 5.17. Supposons que l'on se donne un ensemble �ni de n points duplan M0, . . . , Mn−1. L'enveloppe 
onvexe de 
es points est le plus petit poly-gone 
onvexe 
ontenant tous 
es points (si 
es points sont des 
lous, l'enveloppe
onvexe est le polygone que l'on obtient en entourant 
es 
lous d'un élastique).Quels seraient les paramètres d'une pro
édure de 
al
ul d'enveloppe 
onvexe ?Montrer 
omment on pourrait, à partir d'une telle pro
édure, 
onstruire unprogramme de tri. En supposant que 
e programme de tri est 
omparatif, endéduire que la 
omplexité au pire du 
al
ul de l'enveloppe 
onvexe est aumoins n log(n).Exer
i
e 5.18. Cet exer
i
e a pour but de montrer que, dans des 
as parti-
uliers (par exemple en faisant des hypothèses supplémentaires sur les données
ontenues dans le tableau) on peut trier plus rapidement que n log(n).� E
rire un programme de 
omplexité linéaire permettant de trier les ta-bleaux ne 
ontenant que des entiers 
ompris entre 0 et k.� Comment e�e
tuer en une seule passe le tri d'un tableau dont on saitqu'il ne peut 
ontenir que des 1, des 2 et des 3 ?6 ListesLes quatres exer
i
es suivants présentent di�érentes manières d'implémen-ter les listes. Pour 
haque implémentation, on s'intéressera essentiellement auxfon
tions suivantes :� 
onsulter et affe
ter qui permettent de 
onsulter et modi�er un élé-ment sto
ké à un endroit pré
is de la liste,� inserer_apres et supprimer_apres qui permettent d'ajouter un élé-ment à un 
ertain endroit de la liste, ou de le supprimer,� re
her
her et affi
her qui permettent de tester si un entier est présentdans une liste ou d'a�
her le 
ontenu d'une liste.De plus, on ne 
onsidèrera que des listes d'entiers.Exer
i
e 6.1. On représente i
i une liste au moyen d'une suite de 
ellules.Chaque 
ellule 
ontient l'entier sto
ké ainsi qu'un pointeur sur la 
ellule sui-vante. Une liste est représentée au moyen d'un pointeur sur la 
ellule de tête.Dé�nir les types Cellule et Liste. Implémenter ensuite les fon
tions :int 
onsulter(Liste* l, int i, int *x)int affe
ter(Liste* l, int i, int x)17

(
haque fon
tion retourne un entier, nul en 
as d'erreur (l'indi
e i est hors deslimites de la liste). Les indi
es fon
tionnent de la même manière que pour lestableaux : si la liste 
ontient n 
ellules, elles portent les indi
es 0, . . . , (n−1)).Les fon
tions suivantes permettent de tirer parti du 
ara
tère dynamique deslistes (
omparées au tableaux) :int inserer_apres(Liste* l, int i, int x)int supprimer_apres(Liste* l,int i)(on passera−1 en paramètre a inserer_apres et supprimer_apres a�n d'ob-tenir des insersions et suppressions en tête de liste). En�n deux fon
tions né-
essitant de par
ourir une liste :int re
her
her(Liste* l, int x)void affi
her(Liste* l)(la fon
tion re
her
her retourne la première position où x apparait dans laliste, −1 si il n'y apparait pas). Cal
uler la 
omplexité de 
es fon
tions.Exer
i
e 6.2. On 
hoisit maintenant de ne plus utiliser des entiers pour repé-rer les positions des 
ellules dans la liste, mais tout simplement des pointeurssur les 
ellules elles-mêmes. Implémenter les fon
tions :int 
onsulter(Liste* l, Cellule* 
, int *x)int affe
ter(Liste* l, Cellule* 
, int x)int inserer_apres(Liste* l, Cellule* 
, int x)int supprimer_apres(Liste* l,Cellule* 
)(on passera la 
ellule nulle (pointeur NULL) en paramètre à inserer_apreset supprimer_apres pour représenter des insersions et suppressions en têtede liste). Cal
uler leur 
omplexité. Comparer ave
 les résultats obtenus dansl'exer
i
e pré
édent.Exer
i
e 6.3. Plut�t que d'utiliser un type di�érent pour les 
ellules et leslistes, on dé�nit le type Liste par :typedef Cellule Liste(
e
i revient à représenter les listes au moyen d'une 
ellule, dite �
tive, pla
éeen tête de la séquen
e de 
ellules 
ontenant les éléments de la liste). Ainsi,toute liste (même vide) 
ontient au moins une 
ellule. Implémenter à nouveaules fon
tions : 18



int 
onsulter(Liste* l, Cellule* 
, int *x)int affe
ter(Liste* l, Cellule* 
, int x)int inserer_apres(Liste* l, Cellule* 
, int x)int supprimer_apres(Liste* l,Cellule* 
)et 
omparer 
ette implémentation ave
 
elle de l'exer
i
e pré
�dent.Exer
i
e 6.4. Implémenter les fon
tions :int 
onsulter(Liste* l, int i, int *x)int affe
ter(Liste* l, int i, int x)int inserer_apres(Liste* l, int i, int x)int supprimer_apres(Liste* l,int i)int re
her
her(Liste* l, int x)void affi
her(Liste* l)en utilisant la stru
ture liste de l'exer
i
e pré
édent (ave
 
ellule �
tive entête), mais en privilégiant un traitement ré
ursif.Exer
i
e 6.5. On 
her
he à re
onnaître les listes palindromes, 
'est-à-dire leslistes identiques à leur miroir. Trouver une représentation 
haînée judi
ieuseet é
rire un programme re
onnaissant les palindromes.Exer
i
e 6.6. Pour tout polyn�me P , on note n le nombre de mon�mesde degrés distin
ts, et e1 < . . . < en et a1, . . . , an les 
oe�
ients tels que
P = a1x

e1 + . . .+anxen . Trouver une représentation adaptée par liste 
haînéeet é
rire des pro
édures pour additionner, multiplier et dériver les polyn�mes.Exer
i
e 6.7. On ra
onte que l'historien juif 
onnu Flavius Josèphe sauvasa vie dans le premier siè
le de notre ère de la façon que voi
i. La ville de Jo-tapate ayant été prise par les troupes romaines de l'empereur Vespasien, il seréfugia ave
 40 de ses 
oreligionnaires dans une 
averne. Ceux-
i, à l'ex
eptionde l'un d'entre eux, résolurent de se tuer pour ne pas tomber entre les mainsde leurs vainqueurs. Josèphe, ne pouvant les en dissuader et ne voulant pasêtre entrainé dans un massa
re général, imagina, parait-il, de mettre de l'ordredans 
ette tuerie. Il �t pla
er tout le monde en 
er
le, en mettant habilementle seul de ses 
ompagnons, qui, 
omme lui, n'était pas dé
idé à mourrir, au
xème rang et se mettant non moins habilement au yème. Ce
i fait, on 
onvint,pour lui faire plaisir, de 
ompter les vivants de 3 en 3 et d'égorger 
haque foisl'homme qui serait ainsi désigné. Le dernier devait se sui
ider pour que per-sonne ne survive. Grâ
e à 
es dispositions habiles, Josèphe et son 
ompagnonrestèrent les deux dernier et naturellement ne respe
tèrent pas les 
onventions19

établies, grâ
e à quoi ils purent sauver leur vie. E
rire un programme permet-tant de 
al
uler le 
hoix de x et y qui a permis a Josèphe de sauver sa vie, enremplaçant 40 et 3 par des entiers n et m quel
onques.7 Piles et �lesExer
i
e 7.1. Implémenter une stru
ture de pile en utilisant une représen-tation 
haînée.Exer
i
e 7.2. Un train est 
omposé de wagons qui ont été 
olle
tés dansplusieurs gares. A�n de redistibuer 
es wagons dans d'autres gares, on voudraitréordonner la 
omposition du train de sorte que les wagons soient pla
és dansl'ordre dans lequel ils vont être distribués. On dispose pour 
ela d'une voiemunie d'un aiguillage vers deux autres voies en 
ul-de-sa
. Expliquer 
ommentpro
éder.Exer
i
e 7.3. F étant un pointeur sur une �le d'entiers et x, y, z des pointeurssur des entiers, dire 
e qu'imprime le segment de 
ode suivant :init-file(F);ajouter(F,5); ajouter(F,6); ajouter(F,7); ajouter(F,8);retirer(F,x); retirer(F,y); ajouter(F,*x+1);ajouter(F,*y+1);retirer(F,x); ajouter(F,*y);while !(file-vide(F)){ retirer(F,x);printf("%d\n",x);}Même question en supposant que F pointe sur une pile.Exer
i
e 7.4. Une �le à double sens est une stru
ture de données linéairepour laquelle les insertions et les suppressions peuvent se faire aux deux ex-trémités. Donner une implémentation par pointeurs pour un tel objet.8 ArbresExer
i
e 8.1. Donner les représentations par tableau et par liste de �ls de20



12 358 9 6 10
47Fig. 2l'arbre représenté �gure 2Exer
i
e 8.2. E
rire pour l'arbre de la �gure 2 les représentations linéaires

R1 et R2 dé�nies de la façon suivante : soit A un arbre de ra
ine r et desous-arbres A1, . . . , Ap, alors
R1(A) = r [R1(A1)] . . . [R1(Ap)] et R2(A) = r [R2(A1) , . . . , R2(Ap)].E
rire une fon
tion qui, re
evant un arbre représenté par listes de �ls, en a�
heune représentation linéaire.Exer
i
e 8.3. Appliquer la bije
tion ��ls aîné � frère droit� à l'arbre de la�gure 2 pour le représenter par un arbre binaire.On 
her
he à e�e
tuer un 
ertain nombre d'opérations 
on
ernant un arbregénéral A en ne se servant que de sa représentation binaire B.� Que représentent respe
tivement le bord gau
he et le bord droit del'arbre binaire B vis à vis de A ?� E
rire une fon
tion qui donne la liste des �ls d'un n÷ud de A.� Comment simuler un par
ours pré�xe de A ? Et un par
ours su�xe ?� Comment 
al
uler la hauteur de A ?Exer
i
e 8.4. E
rire des fon
tions pour 
al
uler la hauteur d'un arbre binaireet le nombre de n÷uds qu'il 
ontient.Exer
i
e 8.5. E
rire une fon
tion qui teste l'égalité de deux arbres binaires.On dit qu'un arbre binaire A �gure dans un arbre binaire B s'il est égalà B ou à l'un de ses sous-arbres. E
rire une fon
tion ré
ursive qui teste si A�gure dans B. 21

ohb ur av
s
 d e t fO KFig. 3Exer
i
e 8.6. L'o

urren
e d'un n÷ud dans un arbre est un mot sur l'al-phabet {0, 1} dé
rivant le 
hemin de la ra
ine à 
e n÷ud. L'o

urren
e de lara
ine est le mot vide ǫ, et si un n÷ud a pour o

urren
e w, ses �ls gau
he etdroit ont respe
tivement pour o

urren
e w0 et w1. On peut ainsi dé
rire unarbre (non étiqueté) par l'ensemble des o

urren
es de ses n÷uds.� Quel est l'ensemble dé
rivant l'arbre 
i-dessous ?� Quel est l'arbre dé
rit par {ǫ, 0, 1, 00, 10, 11, 000, 001, 101, 110, 0011} ?� Exprimer le bord gau
he et le bord droit d'un arbre, le père et le �lsd'un n÷ud, la hauteur d'un n÷ud et 
elle de l'arbre.Exer
i
e 8.7. Situer sur l'exemple de la �gure 2 les di�érents traitementspossibles lors d'un par
ours général à main gau
he :� F (f) : le traitement à faire sur la feuille f� P (n) : le traitement pré�xé du n÷ud interne n (avant ses �ls)� Ti(n) : le traitement au i-ème passage intermédiaire au n÷ud n� S(n) : le traitement su�xé de n (après tous ses �ls).Donner l'ordre dans lequel 
es di�érents traitements seront e�e
tués.Exer
i
e 8.8. Considérons l'arbre de la �gure 3. En reprenant le par
oursgénéral ré
ursif d'un arbre, indiquer 
e qui s'a�
he à l'é
ran dans les 
assuivants : F P T1 T2 Ti (i > 3) S
as 1 rien a�
hage rien rien rien rien
as 2 a�
hage rien a�
hage rien rien rien
as 3 a�
hage rien rien a�
hage rien rien
as 4 a�
hage rien rien rien rien a�
hage22



Exer
i
e 8.9.� Quels sont les arbres binaires sur lesquels les ordres pré�xe et in�xe
oïn
ident ? Et les ordres pré�xe et su�xe ?� Quels arbres binaires arithmétiques ont 1+2∗3−4 pour liste de n÷uds enordre in�xe ? Donner pour 
ha
un les expressions in�xe bien parenthésée,pré�xe et su�xe 
orrespondantes.� Montrer que, si l'on 
onnait la liste des n÷uds d'un arbre binaire enordre pré�xe ET en ordre in�xe, on peut re
onstruire l'arbre.Exer
i
e 8.10. Expliquer 
omment on peut représenter une expression arith-métique de la forme :
(3 + 7) − 4 ∗ (10 + 6)par des arbres binaires. Comment dé�nir et manipuler de tels arbres en C ?Etant donnée une expression représentée par un arbre binaire, on veut l'évalueren utilisant un pile. Proposer une fon
tion :void evaluer(Expr e,Pile *P)permettant de réaliser 
e travail.Exer
i
e 8.11. On peut utiliser des arbres pour représenter de manière
ompa
te des ensemble de mots. L'arbre de la �gure 4 par exemple repré-sente l'ensemble de mots {maison, mais, mars, mille, port}. Pourquoi 
ertainsn÷uds sont-ils di�éren
iés ? Proposer une stru
ture d'arbre adaptée et é
rireune fon
tion :Arbre* 
ompa
te(int n, 
har* T[℄)qui transforme un tableau de 
haînes de 
ara
tères en arbre.9 ABR et AVLExer
i
e 9.1. E
rire des fon
tions :� pour a�
her les éléments d'un arbre binaire de re
her
he dans l'ordre,� pour 
her
her un élément dans un arbre binaire de re
her
he.Exer
i
e 9.2. Soit A et B deux arbres binaires de re
her
he. On dit que Aest de domaine plus grand que B si tous les éléments de B sont 
ompris entrele plus petit et le plus grand élément de A, et que A 
ontient B si tous leséléments de B sont dans A.E
rire des fon
tions qui testent 
es deux propriétés.23

port
mars ison

illeFig. 4Exer
i
e 9.3. E
rire la fon
tion d'ajout d'un élément 
omme feuille d'unarbre binaire de re
her
he, et déterminer les arbres 
réés à partir de l'arbrevide par les ajouts su

essifs de :� 5, 7, 2, 4, 3, 6, 1,� 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,� 4, 2, 1, 6, 7, 5, 3.Pour 
ha
un de 
es exemples, donner, s'il en existe, d'autres ordres d'insertionaboutissant au même arbre.Plus généralement, on peut montrer que le nombre de façons d'obtenir unarbre A de taille n par ajouts su

essifs de feuilles est égal au quotient de n!par le produit des tailles des sous-arbres de A.Exer
i
e 9.4. E
rire une fon
tion int suppmax(abr * A) qui rend la valeurdu plus grand élément de A et le supprime.E
rire une fon
tion void supprime(int x, abr * A) qui supprime l'élé-ment x de A en utilisant la pro
édure pré
édente.Faire tourner supprime(5,A) sur l'arbre de la �gure 5.Exer
i
e 9.5. Faire tourner supprime(k,A) puis supprime(m,A) sur l'arbre

A de la �gure 6. Montrer que l'arbre obtenu après une suite de suppressionsdans un arbre donné ne dépend pas de l'ordre de 
es suppressions.24
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731 5 11Fig. 8Exer
i
e 9.6. E
rire une fon
tion 
ouper qui prend en entrée un arbrebinaire de re
her
he A et un élément elt et fabrique deux arbres binairesde re
her
he G et D 
ontenant respe
tivement les éléments de A inférieurs etsupérieurs à elt.Faire tourner 
ouper(A,6,G,D) sur l'arbre A de la �gure 7. E
rire unefon
tion permettant d'ajouter un élément à la ra
ine d'un arbre binaire dere
her
he, et déterminer les arbres 
réés à partir de l'arbre vide par les ajoutssu

essifs donnés par les listes 5 7 2 4 3 6 1, 1 2 3 4 5 6 7, et 4 2 1 6 7 5 3.Exer
i
e 9.7. E
rire une fon
tion fusion(abr * A, abr * B, abr * C)en utilisant la fon
tion 
ouper, et l'utiliser pour fusionner les arbres de la�gure 8.Exer
i
e 9.8. Indiquer la valeur du déséquilibre de 
haque n÷ud des arbresde la �gure 9. 26



Fig. 9Exer
i
e 9.9. Cara
tériser les arbres h-équilibrés qui ont le plus de n÷udspour une hauteur donnée h. Combien ont-il de n÷uds ? Que peut-on dire duparamètre deseq sur les n÷uds de tels arbres ?Mêmes questions pour les arbres qui ont le moins de n÷uds pour unehauteur donnée. Que se passe-t-il si on enlève une feuille à un tel arbre ?Exer
i
e 9.10. Dé
rire les opérations de rotation simple (rg, rd) et double(rgd, rdg), et montrer qu'elles peuvent être programmées en temps 
onstant(i.e. indépendant de la taille de l'arbre 
on
erné).Expliquer 
omment elles agissent sur le déséquilibre d'un arbre, en déter-minant en parti
ulier quels sont les noeuds dont le déséquilibre est modi�é.Exer
i
e 9.11. E
rire l'opération de rééquilibrage d'un n÷ud reequil enutilisant le paramètre deseq.Exer
i
e 9.12. On veut é
rire une fon
tion ajout-avl qui ajoute un élémentdans un arbre AVL ave
 les spé
i�
ations suivantes :stru
t AVL { int deseq;int val;stru
t AVL * g, * d;};ajout-avl : Arbre × Elément 7−→ Arbre.27

20122 8 15 242221 3027 4032Fig. 10On rappelle que le prin
ipe de l'algorithme itératif d'ajout dans un AVLest de :� des
endre dans l'arbre pour trouver la position où doit se faire l'ajout, enmémorisant le dernier n÷ud v de 
e 
hemin pour lequel le déséquilibrevaut ±1,� e�e
tuer l'ajout (
omme feuille),� modi�er les valeurs du 
hamp deseq sur le 
hemin de v à la feuille,� rééquilibrer éventuellement l'arbre par une rotation en v.Exer
i
e 9.13. Créer un arbre AVL par adjon
tion su

essive des éléments

7, 1, 4, 10, 2, 5, 9, 3, 12, 8, 6, 11.Exer
i
e 9.14. En utilisant l'opération de rééquilibrage dé�nie dans le pre-mier exer
i
e de la se
yion et les opérations supposées dé�nies :max : Arbre 7−→ Elément qui rend le plus grand élément del'arbre,suppmax : Arbre 7−→ Arbre qui le supprime,Dé
rire l'opération de suppression d'un élément quel
onque supp-avl.Exer
i
e 9.15. Supprimer la valeur 20 dans l'arbre de la �gure 10.28



10 Tables de ha
hageLe but est d'étudier di�érentes manières de représenter des ensembles d'ob-jets (appartenant tous à un ensemble U) au moyen de tables de ha
hage. Pour�xer les idées, on suppose que :� U est l'ensemble des 
haînes de 
ara
teres,� on a une fon
tion de ha
hage :int h(
har* s)telle que h(s) est toujours 
ompris entre 0 et M − 1 ave
 M = 37 (parexemple).On sait qu'une telle fon
tion de ha
hage ne peut éviter de 
réer des 
ollisionset on propose deux méthodes pour les résoudre. Dans 
haque 
as, on demanded'implémenter les fon
tions permettant de 
réer une table vide, d'insérer etsupprimer des éléments dans 
ette table et re
her
her si un élément y estprésent.Exer
i
e 10.1. On utilise i
i un tableau de taille M et 
haque 
ase T [i] dutableau pointe sur une liste 
ontenant les éléments dont le 
ode de ha
hageest i qui ont été jusqu'à présent sto
kés dans 
ette table. Implémenter lesdi�érentes fon
tions de manipulation d'une telle table.Exer
i
e 10.2. Cal
uler la 
omplexité en moyenne d'une re
her
he dans unetelle table (en faisant si né
essaire des hypothèses sur la fon
tion de ha
hage).Exer
i
e 10.3. Quelles sont les qualités que doit posséder une �bonne� fon
-tion de ha
hage ? Donner un ou deux exemples dans 
e 
as pré
is.Exer
i
e 10.4. On veut maintenant éviter de manipuler des listes et utiliserune 
ase du tableau pour 
haque donnée à sto
ker. Pour résoudre les 
ollisions,on propose d'utiliser m fon
tions de ha
hage h0, . . . , hm−1 et l'algorithme sui-vant pour l'insertion :� si T [h0(x)] est vide, alors pla
er x dans T [h0(x)],� sinon, si T [h1(x)] est vide, alors pla
er x dans T [h1(x)],� ...Expliquer pourquoi, à x �xé, (h0(x), . . . , hm−1(x)) doit être une permutationde (0, . . . , m−1). Quelles sont les limitations de 
ette appro
he ? Implémenterles di�érentes fon
tions de manipulation d'une telle table.Exer
i
e 10.5. Quelle est la 
omplexité moyenne de la re
her
he dans unetelle table ? 29

a

e b

d cFig. 11Exer
i
e 10.6. Proposer une méthode permettant de 
al
uler les fon
tionsde ha
hage h0, . . . , hm−1.11 Algorithmes de graphesExer
i
e 11.1. On 
onsidère le graphe de la �gure 11.� Donner les représentations de 
e graphe par listes d'adja
en
e et parmatri
e d'adja
en
e, indiquer le degré entrant et sortant de 
haque som-met.� Donner des exemples de 
hemins et de 
ir
uits.� Enumérer les 
ir
uits élémentaires.Exer
i
e 11.2. On 
onsidère le graphe de la �gure 12. Cal
uler les 
om-posantes fortement 
onnexes de 
e graphe ainsi que le graphe réduit. Que sepasse-t-il si on rempla
e e → g par g → e ?Exer
i
e 11.3. On 
onsidère le graphe de la �gure 13. Quels sont les som-mets entre lesquels il existe un 
hemin de longueur 2 ? Cal
uler la matri
ed'adja
en
e A de 
e graphe puis la matri
e A2. Montrer que pour n ≥ 1, le
oe�
ient (i, j) de An représente le nombre de 
hemins de longueur n entre iet j.Exer
i
e 11.4. Déterminer le nombre de graphes orientés (respe
tivementnon orientés) à n sommets, d'abord dans le 
as où les bou
les sur un mêmesommet sont autorisées puis dans le 
as où elles ne le sont pas. Cal
uler le30
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1

2 3 4

5 6 7 8Fig. 14nombre d'arêtes du graphe orienté 
omplet à n sommets.Exer
i
e 11.5. Soit G un graphe non orienté de sommets s1, . . . , sn. Montrerque ∑n

i=1 d(si) est paire. En déduire que G a un nombre pair de sommets dedegré impair. Exer
i
e 11.6. Faire tourner l'algorithme de par
oursen profondeur sur le graphe de la �gure 14. Donner le sous-graphe de liaisonasso
ié et déterminer les ar
s de liaison, les ar
s retour, les ar
s avant et lesar
s 
ouvrants. Cal
uler les 
omposantes fortement 
onnexes de G.Exer
i
e 11.7. On suppose donné un graphe G représenté par sa matri
ed'adja
en
e. E
rire un programme permettant de réaliser le par
ours en pro-fondeur de G.Exer
i
e 11.8. Le matin, il faut :� Prendre une dou
he� Préparer un 
afé� Se réveiller� Choisir ses vêtements� Se lever� Boire un 
afé� S'habiller� Sortir� Préparer ses a�airesReprésenter 
es di�érentes a
tivités sous forme d'un graphe. Proposer uneméthode permettant de dé
ider dans quel ordre on doit les e�e
tuer.32



Exer
i
e 11.9. Faire tourner l'algorithme de par
ours en largeur sur legraphe de l'exer
i
e 1.Exer
i
e 11.10. On suppose donné un graphe G représenté par sa matri
ed'adja
en
e. E
rire un programme permettant de réaliser le par
ours en lar-geur de G.Exer
i
e 11.11. On 
onsidère le jeu suivant : à 
haque tour, on dispose d'unentier i sur lequel on peut e�e
tuer l'une des deux opérations suivantes :� Faire une multipli
ation par 2� Faire une division entière par 3 (à 
ondition que i soit lui-même plusgrand que 3)On se donne également un entier k. Le jeu 
onsiste à essayer d'atteindre k àpartir de 1 en utilisant seulement 
es deux opérations. Proposer une méthodequi permet de trouver la suite d'opérations faisant passer de 1 à k (du moins,lorsqu'une telle suite existe). Que donne 
ette méthode dans le 
as où une tellesuite n'existe pas ?Soit G un graphe non orienté 
onnexe. Le but de 
e TD est de montrer lerésultat suivant :� G possède un 
hemin eulérien si, et seulement si, le nombre de sommetsde G de degré impair est 0 ou 2,� dans le 
as où G ne possède au
un sommet de degré impair, G possèdemême un 
y
le eulérien.Exer
i
e 11.12. Supposons tout d'abord que G possède un 
y
le eulérien,montrer qu'alors G n'a pas de sommet de degré impair. Si maintenant Gpossède un 
hemin eulérien, mais pas de 
y
le eulérien, montrer qu'alors Gpossède deux sommets de degré impair.Exer
i
e 11.13. On suppose que G ne possède au
un sommet de degréimpair. On veut montrer par l'absurde que G possède un 
hemin eulérien. Onsuppose don
 que G ne possède pas de 
hemin eulérien. Ainsi, au
un 
heminsimple ne 
ontient toutes les arêtes de G. On note M le nombre maximumd'arêtes que peut 
ontenir un 
hemin simple de G et on 
onsidère un 
heminsimple :

w = s0, . . . , sM
ontenant M arêtes.� Montrer que s0 = sM .� Montrer qu'il existe une arête de G située hors de w mais dont l'une desextrémités est située sur le par
ours de w.33

Fig. 15� Montrer qu'il existe un 
hemin simple de G 
ontenant M + 1 arêtes et
on
lure.On en déduit don
 que G possède un 
hemin eulérien, notons s0 le sommet dedépart et sm le sommet d'arrivée. Montrer que s0 = sm et en déduire que Gpossède un 
y
le eulérien.Exer
i
e 11.14. On suppose que G 
ontient deux sommets de degré impair.En utilisant l'exer
i
e pré
édent, montrer que G possède un 
hemin eulérien.Exer
i
e 11.15. Beau
oup de problèmes, a priori di�érents, peuvent seramener à la re
her
he ou a l'existen
e de par
ours eulériens dans un graphe.A titre d'exemple :� peut-on dessiner la �gure 15 d'un seul trait et sans repasser deux foissur le même trait ?� peut-on disposer tous les dominos d'un jeu en respe
tant les règles et demanière à ne former qu'une seule ligne ?Exer
i
e 11.16. Un graphe possédant un 
hemin eulérien est-il toujours
onnexe ?On 
onsidère dans la suite un graphe orienté G = (S, A) muni d'une fon
-tion de 
oût (
'est à dire un fon
tion à valeurs positives dé�nie sur A). Pourtout 
hemin w dans G, on appelle 
oût de w et on note c(w) la somme des
oûts des ar
s de w. Soient u et v des sommets de G. Si il existe un 
heminentre u et v, on note δ(u, v) le 
oût le plus petit d'un 
hemin entre u et v.Dans le 
as 
ontraire, on dit que δ(u, v) est in�ni.34
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Fig. 16Exer
i
e 11.17. Soit :
w = s0 → s1 → . . . → snun plus 
ourt 
hemin entre deux sommets s0 et sn. Montrer que quels quesoient i et j ave
 0 ≤ i < j ≤ n, le 
hemin de si à sj obtenu à partir de w estun plus 
ourt 
hemin. Soit s un sommet de G, montrer que pour toute arête

(u, v) appartenant à A on a :

δ(s, v) ≤ δ(s, u) + c(u, v)Exer
i
e 11.18. Faire tourner l'algorithme de Dijkstra sur le graphe de la�gure 16.Exer
i
e 11.19. Soit s0 un sommet de G et supposons que l'on ait partitionnél'ensemble S des sommets de G en deux sous-ensembles S′ et S′′ tels que :� S′ 
ontient s0 et pour tout sommet u de S′, δ(s0, u) est 
onnu,� pour tout v de S′′ on 
onnait la longueur d'un plus 
ourt 
hemin de s0 à
v qui ne sort pas de S′ (
'est à dire dont tous les sommets sauf le derniersont dans S′) et on note 
ette longueur d(v).Montrer que si v est un sommet de S′′ tel que d(v) est le plus petit possible,alors d(v) = δ(s0, v). Montrer que l'on peut alors retrouver ainsi l'algorithmede Dijkstra. Cal
uler sa 
omplexité. 35

Exer
i
e 11.20. On suppose i
i que G ne 
ontient pas de 
y
le. Soit s0 unsommet de G sans prédé
esseur et on suppose 
onstruit un sous ensemble S′de S 
ontenant s0 et tel que pour 
haque u de S′ :� on 
onnait δ(s0, s),� tous les prédé
esseurs de u sont dans S′.On suppose que S′ est stri
tement in
lus dans S. Montrer qu'il existe alorsun sommet v situé hors de S′ tel que tous les prédé
esseurs de v sont dans S′.Que vaut alors δ(s0, v) ? En déduire un algorithme de 
al
ul des plus 
ourts
hemins d'origine s0. Que se passe-t-il lorsque l'on autorise des 
oûts négatifs ?Le tableau suivant liste les di�érentes tâ
hes qui interviennent dans la
onstru
tion d'une maison. Pour 
haque tâ
he, on indique sa durée ainsi queles tâ
hes qui doivent la pré
éder :Code Libellé Durée (semaines) Prédé
esseurs

1 Maçonnerie 7 au
un

2 Charpente de la toiture 3 1
3 Toiture 1 2
4 Plomberie et ele
tri
ité 8 1
5 Façade 2 3, 4
6 Fenêtres 1 3, 4
7 Aménagement du jardin 1 3, 4
8 Plafonds 3 6
9 Peintures 2 8
10 Emménagement 1 5, 7, 9On a 
outume d'ajouter deux tâ
hes �
tives de début et de �n, α et ω, dedurée nulle. Quelle est la durée (au plus t�t) de 
onstru
tion de la maison ?Exer
i
e 11.21. On suppose i
i que l'ensemble des sommets de G est l'en-semble S = {1, . . . , n}. Pour k tel que 0 ≤ k ≤ n, et i, j ∈ S, on note Ak[i, j]la distan
e (éventuellement in�nie) d'un plus 
ourt 
hemin de i à j ne passantpar au
un sommet stri
tement supérieur à k (autre que i et j).� Cal
uler A0[i, j].� Pour k ≥ 1, 
al
uler Ak[i, j] en fon
tion de Ak−1.� En déduire un algorithme pour 
al
uler les plus 
ourts 
hemins dans Get le faire tourner sur le graphe de la �gure 17. Quelle est sa 
omplexité ?Exer
i
e 11.22. Considérons un ensemble �ni N dont les éléments repré-sentent les di�érents sites d'un réseau. Certains de 
es sites sont reliés parune 
onnexion c et 
ette 
onnexion est �able ave
 une probabilité fc. Etantdonnés deux points du réseau, 
omment trouver le 
hemin le plus �able entre
es deux points ? (Indi
ation : 
al
uler la �abilité d'un 
hemin (
'est à dire36
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tionnement) en fon
tion de la �abilité des arêtes qui le
omposent).Exer
i
e 11.23. Sur le bord d'une rivière se trouvent un batelier, une 
hèvre,un 
hou et un loup. Tous veulent traverser la rivière mais le bateau est si petitqu'il ne peut 
ontenir qu'un seul objet en plus du batelier. Sa
hant qu'il ne fautjamais laisser ensemble le loup et la 
hèvre, ni la 
hèvre et le 
hou, 
ombienfaut-il que le batelier fasse d'aller-retours pour transporter tout le monde del'autre 
oté ?Exer
i
e 11.24. Montrer qu'un arbre à n ≥ 2 sommets possède au moins 2sommets de degré 1.Exer
i
e 11.25. Montrer que si l'interse
tion de deux sous-arbres d'un arbreest non vide, alors 
ette interse
tion est elle-même un sous-arbre.Exer
i
e 11.26. On dit qu'un graphe non orienté G = (S, A) est 2-
olorablesi on peut asso
ier une 
ouleur à 
haque sommet de sorte que :� au plus deux 
ouleurs sont utilisées,� deux sommets adja
ents ne sont jamais de la même 
ouleur.On dit que G est biparti si on peut trouver deux sous-ensembles de S, S′ et
S′′, tels que :� S′ et S′′ sont disjoints et leur réunion est S,� toute arête de G possède une extrémité dans S′ et l'autre dans S′′.Montrer qu'être biparti est équivalent à être 2-
olorable. Montrer qu'un arbreest toujours 2-
olorable. 37
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3 Fig. 18Dans 
ette partie, G = (S, A) désigne un graphe non orienté 
onnexe munid'une fon
tion de 
oût à valeurs positives.Exer
i
e 11.27. On suppose i
i que la fon
tion de 
oût est 
onstante, égaleà 1. Quel est alors le poids d'un arbre 
ouvrant minimal de G ?Exer
i
e 11.28. Soit U un ensemble non vide et stri
tement in
lus dans S.On note E l'ensemble des arêtes de G dont une extrémité est dans U et l'autrehors de U et on 
onsidère parmi 
es arêtes une dont le 
oût est minimum, quel'on note e. Montrer alors que parmi les arbres 
ouvrants de poids minimal de

G il en existe un 
ontenant 
ette arête.Soit maintenant G′ un sous-graphe de G. On suppose que :� G′ est un arbre,� G′ est in
lus dans un arbre 
ouvrant minimal de G, T ,� U est l'ensemble des sommets apparaissant dans G′.Montrer alors que parmi les arbres 
ouvrants de poids minimal de G, il enexiste un 
ontenant G′ et e. En déduire un algorithme de 
al
ul d'un arbre
ouvrant de poids minimal et l'appliquer au graphe de la �gure 18.Exer
i
e 11.29. Appliquer l'algorithme de Kruskal au graphe de la �gure18.12 Annexes
38


