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Multiple Regression & Korrelation: Gliederung Teil |

1. Grundlagen

(Ein einfihrendes Beispiel, Wiederholung
bivariate Regression)

2. Modell der Multiplen Regression

(Modellgleichung, Ziel und Verfahren, ein
rechnerisches Beispiel)

3. Multiple Korrelation
4. Zusammenwirken der Pradiktoren

(Unabhangigkeit, Redundanz, Komplementaritat,
Suppression)
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Multiple Regression / Korrelation: Ein Beispiel

» Beispiel: Anhand einer Reihe
von Verfahren (u.a. Interview, Interview e
Intelligenztest, Drahtbiege-
probe) sollen Auszubildende
fur den Beruf des Industrie- Intelligenztest @ —_—> °
mecdhanlkers ausgewahlt Abschluss
werden. Drahtbiegeprobe e note

» Fragestellung: Wie gut gelingt die Vorhersage der Kriteriumsvariable (=Aus-
bildungserfolgs, gemessen durch die Berufsschulabschlussnote), wenn man
alle Pradiktoren (=Auswahlverfahren) gemeinsam nutzt?

» Weitere Fragestellungen:
= Wie groR ist der relative Einfluss der einzelnen Pradiktoren?
= Welche und wie viele Pradiktoren sollten berucksichtigt werden?

= Wie lassen sich Kriteriumswerte fiir neue Personen (Bewerber)
bestimmen?
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Einfache (bivariate) Regression

> Bestimme Regressionsgewichte b, und b,
fur §,=b,+b-x derart, dass
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Einfache (bivariate) Regression
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Bivariate Regression / Korrelation

» Zu beachten bei der linearen Regression/Korrelation ist allg.:

« quantifiziert wird der lineare Zusammenhang (d.h. es gibt auch andere
Formen, fir die Produkt-Moment-Korrelation nicht geeignet ist)

= Korrelationen kdnnen stark durch AusreiRer ("outlier") beeinflusst werden

= Korrelationen kénnen durch Einschrankung der Wertebereiche der
Variablen (“range-restriction") betréchtlich verandert — d.h. meist
reduziert — werden (was man entsprechend statistisch korrigieren kann).

= aus einer Korrelation kann nicht auf die Kausalrichtung geschlossen werden
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Multiple Regression & Korrelation: Gliederung Teil |

1. Grundlagen

(Ein einfuhrendes Beispiel, Wiederholung
bivariate Regression)

2. Modell der Multiplen Regression

(Modellgleichung, Ziel und Verfahren, ein
rechnerisches Beispiel)

3. Multiple Korrelation

4. Zusammenwirken der Pradiktoren

(Unabhangigkeit, Redundanz, Komplementaritat,
Suppression)
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Multiple Regression: Modellgleichung

» Modellgleichung der multiplen Regressionsanalyse:

9 =by + X, +b,X, + .+ DX+ b X =by+ Y biX

< Y =hy X 0%, + B X+ X e

mit

x,  beobachteter Wert der Person i im Pradiktor g (¢=1..m Pradiktoren)
y; beobachteter Wert der Person i im Kriterium (i=1..n Personen)

Yi  vorhergesagter Wert der Person i im Kriterium

e.  Fehlerwert (=Residuum) der Person i (mit €,=y,-¥,)

b (unstandardisiertes Regressionsgewicht) des Pradiktors g (¢=1..m)
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Multiple Regression: Modellgleichung

» Modell in Matrixdarstellung:
Y1 1 Xy X &
y2 21 X2m e2
= b + by +ot byl + |
yn 1 an Xnm en
y = bu + bx, +..+ b,x, + e
Y1 Xy - X b, €
Y, _ 1 Xy Xom b, : €,
Yn 1 Xia Xom bm €,
y = X b+ e
w1 = n“m mbl + n€1
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Multiple Regression: Modellgleichung

» Standardisiert man alle Variablen vor der Berechnung, so erhalt man

Y o= BX + BX 4o BX 4+ BoX

der * an allen Pradiktoren und dem Kriterium zeigt an, dass diese
Variablen alle z-standardisiert vorliegen.

Die dann resultierenden Regressionsgewichte Bq bezeichnet man als
standardisierte Regressionsgewichte (oder auch Beta-Gewichte oder
Standardpartialregressionskoeffizienten; der griechische Buchstabe

steht also nicht — wie sonst haufig — fur einen Populationskennwert)
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Multiple Regression: Ziel und Verfahren
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» Ziel: Die Pradiktoren sollen so gewichtet werden, dass ihre gewichtete
additive Verknupfung (=Linearkomination) den Kriteriumswerten "moglichst
nahe" kommt.

» "Moglichst nahe™ wird z.B. wie bei der bivariaten Regression definiert, d.h.
die Regressionsgewichte sollen so bestimmt werden, dass die quadrierten
Residuen minimiert werden ["ordinary least squares" (OLS)-Schatzungen]:

3 (3-8, = Xe - min

» Voraussetzungen fir die Bestimmung:
« Die Pradiktorenmatrix X hat den vollen Rang (m+1)
= notwendig dazu: Zahl der Personen n > Zahl der Variablen m

» Mathematisches Verfahren z.B. modifizierte Cholesky-Zerlegung von X'X

Multiple Regression: Beispiel |
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Re- Verkaufte Preis in Euro Werbung Zahl Vertreter-
gion | stiickzahl (y) | pro Stiick (x,) | in Euro (x,) besuche (x;)
1 2298 12.50 2000 109
2 1814 10.00 550 107
3 1647 9.95 1000 99
4 1496 11.50 800 70
5 969 12.00 (0] 81
6 1918 10.00 1500 102
7 1810 8.00 800 110
8 1896 9.00 1200 92
9 1715 9.50 1100 87
10 1699 12.50 1300 79
2298 1 12.50 2000 109 648.65
1814 1 10.00 550 107 68.83
Y P E Y R R Y R ol N RV
1699 1 12,50 1300 79 49.65
y = byu +b, x; +b, X, +by X, + e
y =7255-263x%x, +05 x, +84.x, + e

» Vorhersage des Umsatzes
("Verkaufte Stuckzahl™)
aus den drei Pradiktoren
Preis, Werbung und Zahl
Vertreterbesuche pro
Periode (aus: Backhaus
et al., 1990).

Es resultieren
folgende optimale
Regressionsgewichte
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Multiple Regression: Beispiel |

» Aus der Regressionsgleichung

"Stlckzahl" = 725.5 — 26.3-"Preis" + 0.5-"Werbung" + 8.4-"Zahl Vertreter-
besuche"+ Fehler

kann man schlielen:

= Werbung und Vertreterbesuche wirken sich forderlich auf die Zahl der
verkauften Einheiten aus, ein hoher Preis hinderlich.

= dass z.B. fur die folgenden Werte einer weiteren Region vorhergesagt
werden kann:
"Geschatzte Stiickzahl" = 725.5-26.3-9.90+0.5-800+8.4-95 = 1663.13

= dass vorhergesagt wird, dass 10 weitere Vertreterbesuche den Verkauf um
84 Stick erhéhen (was bei einem Preis von 10 € dann 840 € brachte).

» Hingegen kann man nicht auf die relative Wichtigkeit der Pradiktoren schlie3en:
die b-Gewichte hangen vom Maf3stab der Pradiktoren ab! Beispiel: Eine Angabe
des Pradiktors "Preis" in Cent statt Euro fuhrt zu einem Gewicht von b,/100.

» Um dies zu kdnnen, muss man die Variablen vorher standardisieren und erhalt
dann die B-Gewichte: RB(Preis)=-.12, B(Werbung)=.77, 3(Vertreterbes.)=.35
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Multipler Korrelationskoeffizient

» Die multiple Korrelation R bezeichnet analog zum
bivariaten Fall die Korrelation zwischen den empi- °
risch beobachteten und den durch die Regressions- \
gleichung vorhergesagten Kriteriumswerten: R=r, @ B 0 <> 0
/V R

¢ R kann nie kleiner werden als die grof3te aller bivariaten Korrelationen
zwischen den Prédiktoren q und dem Kriterium: Rz\rqy\ vg=1.m

» R ist damit ein MaR fur die Glte der Vorhersage.

» Eigenschaften:
¢ R kann Werte von O bis 1 annehmen: 0<R <1

¢ R lasst sich bei bekannten ;. und Korrelationen zwischen den
Pradiktoren und dem Kriterium bestimmen via: R :\/Bﬂly + By + ot Bl

* R héangt von den Korrelationen der Pradiktoren mit dem Kriterium und
den Korrelationen der Prédiktoren untereinander ab:

2 2

IS+, —2r L

R= % (fiir m=2 Pradiktoren)
)
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Multipler Determinationskoeffizient

> Der multiple Determinationskoeffizient R? ist die quadrierte multiple Korrelation.

» Eigenschaften:
e R2 kann ebenfalls Werte von O bis 1 annehmen: 0 <R2< 1

* R2ist immer kleinergleich R (gleich nur bei R=0 und R=1): RZ2<R

* RZist interpretierbar als der Anteil der Varianz im Kriterium, der durch
die Vorhersage der Regressionsgleichung erklart wird:

(9 *7)2 < } Erklarte Varianz ‘

(yi—V)z <—‘ Gesamtvarianz ‘

J ‘ Fehlervarianz ‘
v
Dabeigilt: Y (y,-y) = Z(yfy)z + Z(yi—yi)2

i=1 i

M-

1

R*=

-

1l
N
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Multiple Regression: Vorhersage im Venn-Diagramm

<= = Varianz des Kriteriums y

) ] Schnittmenge =
= Varianz des Pradiktors Xl gemelnsame Varianz

von y und X,
. = Varianz des Pradiktors X,

Pradiktoren abh.? nein ja nein ja ja
Vorhersage mog- weder X, nur x; X, und X und X, beide, aber x,
lich durch? noch X, X, unabhéngig partiell vollstéandig re-

redundant dundant zu x;
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Zusammenwirken der Pradiktoren (bei m=2)

Unabhangigkeit Redundanz Komplementaritat Suppression

partiell  vollstandig

Venn- y

y y
. i nicht darstellbar
Diagramm: “ X,
X, X2 X

Die Pradiktoren

. - weisen einen
Die Pradiktoren .
Kenn- . gemeinsamen
. sind unkorre- X
zeichen: Anteil an der

liert. Varianz des
Kriteriums auf.

RZ: R®=r +1,

2 2 2
oy R <h, I,
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Multiple Regression: Komplementaritat

» Komplementaritat erkennt man daran, dass die Pradiktoren beide positiv
(oder beide negativ) mit dem Kriterium korrelieren und negativ untereinander
korrelieren. In diesem Fall kann R? erheblich groRer als im Falle der
Unabhangigkeit werden.

» Dies erkennt man an folgendem Beispiel mit zwei vollstdndig komplemen-
taren Pradiktoren, bei der die Vorhersage sogar perfekt ist:

7 1 6 r,=.23

8 2 6 r, =.38

6 = 3 + X r, =—.82

7 4 3

6 5 ; RZ-1

S 6 r5+r;, =0.20
y = X, X

> Inhaltliches Beispiel: y = Leistung eines Richters, x, = fachliche Kompetenz, x,
= Verhandlungsgeschick. r,, und r,, kdnnten positiv sein und r,, negativ.

Vorlesung Multivariate Verfahren (WS 2008/2009)

Prof. Dr. Thomas Staufenbiel

11



Zusammenwirken der Pradiktoren (bei m=2)

Unabhangigkeit Redundanz Komplementaritat Suppression

partiell  vollstandig

Venn- y

y y
. i nicht darstellbar
Diagramm: * X,
X, X2 X

Die Pradiktoren

. - weisen einen
Die Pradiktoren .
Kenn- . gemeinsamen
sind unkorre-

Die Pradiktoren kor-
relieren beide positiv
(oder beide negativ)

zeichen: liert. Ant?" an der mit dem Kriterium und
Varianz des X .
s negativ untereinander.
Kriteriums auf
2 2 2 2 2 2 2 2 2
R2: RY=r,+1r, R™<ry+n, RE>ny+6y
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Multiple Regression: Suppression

» Eine Suppressor-Variable ist eine Variable, die den Vorhersagebeitrag einer
(oder mehrerer) anderer Variablen erhdht, indem sie irrelevante Varianz in
dem (den) anderen Pradiktor(en) unterdrickt.

I, =0
<> <>
' . .
Pradiktor 2 Pradiktor 1 Kriterium y
=Suppressor
Beispiel I: Prufungsangst Examensnote beruflicher Erfolg
Beispiel 11 Lesege- Speed-Test fur Geschichts-
P . schwindigkeit Geschichtswissen Wissen
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Zusammenwirken der Pradiktoren (bei m=2)

Unabhangigkeit

Redundanz

Komplementaritat

Suppression

Venn-
Diagramm:

partiell  vollstandig

y y
X; X2 X

nicht darstellbar

Kenn-
zeichen:

Die Pradiktoren
sind unkorre-
liert.

Die Pradiktoren
weisen einen
gemeinsamen
Anteil an der
Varianz des
Kriteriums auf

Die Pradiktoren kor-
relieren beide positiv
(oder beide negativ)
mit dem Kriterium und
negativ untereinander.

Der Suppressor kor-
reliert positiv oder
zu O mit dem Krite-
rium und erhélt ein
negatives Beta
(oder umgekehrt).

R2:

2 2 2
R =r,+1,,

2 2 2
R <, +1,,

2 2 2
R >n,+h,

Rz kar;n groRer als
I, +1,, werden
(muss aber nicht)
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Zusammenwirken der Pradiktoren (bei m=2)
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Abhéngigkeit der multiplen Korrelation und der S-Gewichte von der
Interkorrelation r, (im Wertebereich [-.676, .976]) zweier Pradiktoren
mit ,1=0.50 und 1,,=0.30 (aus Darlington, 1990, S. 156ff)
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